
1. Лiнiйнi оператори
1.1. Для перетворення оператора (операторного виразу), який мiстить оператори у явному

виглядi, потрiбно подiяти таким оператором на довiльну функцiю f .
Комутатор двох операторiв: [Â, B̂] = ÂB̂ − B̂Â.

(a)
� d

dx
+ x

�2

f(x) =
� d

dx
+ x

��� d

dx
+ x

�
f(x)

�
=

� d

dx
+ x

��df(x)
dx

+ xf(x)
�
=

=
d2f(x)

dx2
+

d

dx

�
xf(x)

�
+ x

df(x)

dx
+ x2f(x) =

d2f(x)

dx2
+ 2x

df(x)

dx
+ f(x) + x2f(x),

звiдки
� d

dx
+ x

�2

=
d2

dx2
+ 2x

d

dx
+ 1 + x2

(b)
�
x2,

d

dx

�
f(x) = x2df(x)

dx
− d

dx

�
x2f(x)

�
= x2df(x)

dx
− 2xf(x)− x2df(x)

dx
= −2xf(x);

(c)
�
x
d

dx
,
1

x

�
f(x) = x

d

dx

f(x)

x
− x

x

df(x)

dx
= −f(x)

x
+

df(x)

dx
− df(x)

dx
= −f(x)

x
.

1.2. За допомогою комутацiйного спiввiдношення [M̂, L̂] = 1 виразимо M̂L̂ = 1 + L̂M̂ .

(a) [M̂n, L̂] = M̂nL̂− L̂M̂n = M̂n−1M̂L̂− L̂M̂n = M̂n−1(1 + L̂M̂)− L̂M̂n =
= M̂n−1 + M̂n−1L̂M̂ − L̂M̂n = M̂n−1 + M̂n−2(1 + L̂M̂)M̂ − L̂M̂n =
= 2M̂n−1 +Mn−2L̂M̂2 − L̂M̂n = . . . = nM̂n−1 + L̂M̂n − L̂M̂n = nM̂n−1. ;

(b) Скористаємося рядом Тейлора для функцiї f(x):

f(x) = f(x0) +
f �(x0)

1!
(x− x0) +

f ��(x0)

2!
(x− x0)

2 + . . .+
f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n + . . . .

Пiдставляючи x0 = 0 та x = M̂ до умови, маємо

[f(M̂), L̂] = f(0)[1, L̂] +
f �(0)

1!
[M̂, L̂] +

f ��(0)

2!
[M̂2, L̂] + . . .

f (n)(0)

n!
[M̂n, L̂] + . . . =

= f �(0) +
f ��(0)

1!
M̂ + . . .

f (n)(0)

(n− 1)!
Mn−1 + . . . = f �(M̂).

1.3. Запишемо ряд Тейлора ex = 1 +
x

1!
+

x2

2!
+ ...+

xn

n!
. Тодi

exp
�
a
d

dx

�
f(x) =

�
1 +

a

1!

d

dx
+

a2

2!

d2

dx2
+ . . .+

an

n!

dn

dx2
+ . . .

�
f(x) =

= f(x) +
a

1!
f �(x) +

az

2!
f ��(x) + . . .+

an

n!
f (n)(x) + . . . = f(x+ a).

Звiдси випливає, що exp
�
a
d

dx

�
= T̂a — оператор зсуву, T̂af(x) = f(x+ a).
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2. Ермiтово-спряженi оператори.
Скалярний добуток векторiв: (�x, �y) = x∗

1y1 + x∗
2y2 + ... =

�
k

x∗
kyk.

Скалярний добуток функцiй: (f, g) =
+∞�
−∞

f ∗(x)g(x)dx.

Властивостi скалярного добутку: (f+g, h) = (f, h)+(g, h); (αf, βg) = α∗β(f, g); (f, g) = (g, f)∗.
Визначення 1 : Оператор Â† називається спряженим (ермiтово-спряженим) до оператора Â,
якщо для довiльних векторiв (функцiй) f i g виконується рiвнiсть (Âf, g) = (f, Â†g).
Визначення 2 : Оператор Â† називається самоспряженим (ермiтовим), якщо Â† = Â.

2.1. Вiзьмемо оператори M̂ и N̂ у наступному виглядi: M̂ = (L̂ + L̂†)/2 и N̂ = i(L̂† − L̂)/2.
Очевидно, що M̂ + iN̂ = (L̂+ L̂†)/2− (L̂† − L̂)/2 = L̂.
Перевiримо, що N̂ † = N̂ (для M̂ аналогiчно), тобто ( �Nf, g)

?
= (f, �Ng). Проведемо перетво-

рення скориставшись властивостями скалярного добутку:�
i(L̂†− L̂)f/2, g

� ?
=

�
f, i(L̂†− L̂)g/2

�
⇔ −i

�
L̂†f, g

�
/2+ i

�
L̂f, g

�
/2

?
= i

�
f, L̂†g

�
/2− i

�
f, L̂g

�
/2.

Остання рiвнiсть вiрна, бо за визначенням спряженого оператора та властивiстю скаляр-
ного добутку виконанi такi рiвностi:

�
L̂f, g

�
=

�
f, L̂†g

�
та

�
L̂†f, g

�∗
=

�
f, L̂g

�∗.

2.2. (a) Запишемо визначення спряженого оператора: (L̂f, g) = (f, L̂†g). Пiдставимо сюди
оператор L̂ = ix та вираз для скалярного добутку:
∞�

−∞
[ixf(x)]∗g(x)dx =

∞�
−∞

f ∗(x)L̂†g(x)∗dx. Перетворимо лiву частину так, щоб вона ста-

ла схожа на праву:
∞�

−∞
[ixf(x)]∗g(x)dx =

∞�
−∞

f ∗(x)[−ixg(x)]dx.

Звiдси ми робимо висновок, що L̂† = −ix.

(b) L̂ϕ(x) =
dϕ(x)

dx
;

Аналогiчно попереднiй задачi запишемо визначення спряженого оператора, пiдстав-

ляючи оператор L̂ =
d

dx
:

∞�
−∞

�df(x)
dx

�∗
g(x)dx =

∞�
−∞

f ∗(x)L̂†g(x)∗dx.

Перетворимо лiву частину так, щоб вона стала схожа на праву:
∞�

−∞

�df(x)
dx

�∗
g(x)dx =

✘✘✘✘✘✘✘✘✿ 0

f ∗(x)g(x)
��∞
−∞ −

∞�
−∞

f ∗(x)
dg(x)

dx
dx.

Звiдси ми робимо висновок, що L̂† = − d

dx
.
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3. Власнi вектори (функцiї) i числа: рiшення
3.1. Визначення: якщо для деякого вектора (функцiї) �aL �= 0 i числа L виконана рiвнiсть

L̂�aL = L�aL, то вектор (функцiя) �aL називається власним вектором (функцiєю), а число L
— власним числом оператора L̂.

(a) За визначенням маємо:
�

0 i
−i 0

��
x
y

�
= L

�
x
y

�
. Перемножуючи матрицю на вектор

приходимо до системи рiвнянь
�

0x+ iy = Lx,
−ix+ 0y = Ly.

Виключаємо невiдому y за допомо-

гою першого рiвняння i маємо x(L2 − 1) = 0. Звiдки x = 0 або L2 = 1. У першому
випадку x = y = 0, тобто �aL = 0 — не є власним вектором. У другому випадку
отримаємо два власних числа L = ±1.
Для обох чисел повертає до системи рiвнянь i отримуємо власнi вектори:

�a1 =

�
x

−ix

�
= x

�
1
−i

�
, �a−1 =

�
x
ix

�
= x

�
1
i

�
.

Значення довiльної величини x знайдемо з умови нормування:
|�a±1|2 = |x|2 + |y|2 = |x|2 + |∓ ix|2 = |x|2

√
2 = 1, звiдки x = 1/

√
2.

(b) За визначенням маємо:
� d

dx
+x

�
ψ(x) = Lψ(x). Розкриваючи дужки та перетворюючи

отримаємо диференцiальне рiвняння:
dψ(x)

dx
= ψ(x)(L − x). Це рiвняння може бути

розв’язане за допомогою роздiлення змiнних:
� dψ(x)

ψ(x)
=

�
(L−x)dx. Iнтегруючи його

lnψ(x) = Lx− x2/2 + lnC, отримуємо власну функцiю у виглядi: ψL(x) = CeLx−x2/2.
Можливi власнi числа L — це всi комплекснi числа, тому представимо L = L1 + iL2.

Невiдому константу C визначимо з умови нормування:
+∞�
−∞

|ψ(x)|2dx = 1. Перетво-

рюємо: |ψ(x)|2 = |CeLx−x2/2|2 = |C|2|e2L1x−x2 ||e2iL2x| = |C|2e2L1x−x2
= |C|2e−(x−L1)

2

eL
2
1 ,

та iнтегруємо
+∞�
−∞

|ψ(x)|2dx = |C|2eL2
1

+∞�
−∞

e−(x−L1)
2

d(x− L1) = |C|2eL2
1
√
π = 1.

Остаточно: ψL(x) = π−1/4eiL2xe−(x−L1)2/2.
Зауваження 1: Формула Ейлера eiϕ = cosϕ+ i sinϕ, звiдки |eiϕ|2 = cos2 ϕ+ sin2 ϕ = 1.

Зауваження 2: Iнтеграл Ейлера-Пуассона
∞�

−∞
e−x2

dx =
√
π.

3.2. Середнє значення оператора (фiзичної величини): F = �F � = (ψ, F̂ψ) =
∞�

−∞
ψ∗(x)F̂ψ(x)dx.

(a) Оператор квантовомеханiчного iмпульсу визначається як p̂x =
�
i

d

dx
. Тодi середнє

значення iмпульсу: �px� = −i�
+∞�
−∞

ψ∗(x)ψ�(x)dx. Пiдставляючи в останнє рiвняння

функцiю ψ iз задачi 3.1b проводимо наступнi розрахунки:

�px� = −i�
+∞�
−∞

π− 1
4 e−iL2x−(x−L1)2/2π− 1

4 eiL2x−(x−L1)2/2(iL2 − x+ L1)dx =

= −i�π− 1
2

�
iL2

+∞�
−∞

e−(x−L1)2dx−
✘✘✘✘✘✘✘✘✘✘✘✘✘✿ 0
+∞�
−∞

e−(x−L1)2(x− L1)dx
�
= −i�π− 1

2 iL2

√
π = �L2.
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Зауваження 3: Iнтеграл
+∞�
−∞

xe−x2
dx = 0 завдяки непарностi функцiї xe−x2 .

(b) Аналогiчно попереднiй задачi проводимо наступнi розрахунки:

�x2� =
+∞�
−∞

ψ∗(x)x2ψ(x)dx = π− 1
2

+∞�
−∞

e−(x−L1)2x2dx = π− 1
2

� +∞�
−∞

e−(x−L1)2(x − L1)
2dx +

2L1

✘✘✘✘✘✘✘✘✘✘✘✘✘✿ 0
+∞�
−∞

e−(x−L1)2(x− L1)dx+ L2
1

+∞�
−∞

e−(x−L1)2dx
�
=

1

2
+ L2

1.

Зауваження 4: Iнтеграл
+∞�
−∞

x2e−x2
dx = −1

2

+∞�
−∞

xde−x2
= −

✚
✚
✚
✚❃

0

1

2
xe−x2

���
+∞

−∞
+

1

2

+∞�
−∞

e−x2
dx =

√
π

2
розрахований «по частинах».
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4. Iмпульсне представлення.

4.1. Iмпульсне представлення хвильової функцiї: ψ(p) =
1√
2π�

∞�

−∞

ψ(x)e−ipx/�dx.

Обернене перетворення: ψ(x) =
1√
2π�

∞�

−∞

ψ(p)eipx/�dp.

(a) Нормуємо хвильову функцiю: 1 =
+∞�
−∞

|ψ(x)|2dx = |C|2
x0�
0

sin2 πnx

x0

dx =

=
|C|2
2

x0�
0

�
1− cos

2πnx

x0

�
dx =

|C|2
2

�
x0 −

✘✘✘✘✘✘✘✘✘✿ 0x0

2πn
sin2 πnx

x0

��x0

0

�
=

x0

2
|C|2. Звiдки C =

�
2

x0

.

Iмпульсне представлення хвильової функцiї: ψ(p) =
1√
2π�

x0�
0

�
2

x0

sin
πnx

x0

e−
ipx
� dx =

=
1

2i
√
π�x0

� x0�
0

e
iπnx
x0 e−

ipx
� dx−

x0�
0

e
− iπnx

x0 e−
ipx
� dx

�
=

1

2i
√
π�x0

�eix(
πn
x0

− p
� )

i[πn
x0

− p
� ]
+
e
−ix(πn

x0
+ p

� )

i(πn
x0

+ p
�)

����
x0

0
=

=
1− (−1)ne−

ipx0
�√

π�x0

πn/x0

(πn/x0)2 − (p/�)2
.

Зауваження 1: З формули Ейлера: sinϕ =
eiϕ − e−iϕ

2i
та e±iπn = cosπn± i sinπn = (−1)n.

(b) Нормуємо хвильову функцiю: 1 =
+∞�
−∞

|ψ(x)|2dx = |C|2
+∞�
−∞

e−
(x−x0)

2

a2 dx = |C|2a√π.

Звiдки C = π−1/4a−1/2. Iмпульсне представлення хвильової функцiї:

ψ(p) =
C√
2π�

+∞�
−∞

exp
� ip0x

�
− (x− x0)

2

2a2

�
exp

�ipx
�

�
dx =

=
C√
2π�

+∞�
−∞

exp
�
− (x− x0)

2

2a2
+

i(p0 − p)x

�

�
dx =

=
C√
2π�

exp
�
− a2(p0 − p)2

2�2
+

i(p0 − p)x0

�

� +∞�
−∞

exp
�
−

�x− x0√
2a

− a√
2

i

�
(p0 − p)

�2�
dx.

Виконуючи замiну y =
x− x0√

2a
− a√

2

i

�
(p0 − p) та dy =

dx√
2a

, ми остаточно отримуємо:

ψ(p) =
Ca√
�
exp

�
− a2

2�2
(p0 − p)2 +

x0i

�
(p0 − p)

�
.

C exp[
ip0x

�
− (x− x0)

2

2a2
]

4.2. Iмпульсне представлення оператора: Нехай оператор L̂x заданий у координатному пред-
ставленнi, тобто L̂xψ(x) = ϕ(x), де функцiї ψ(x) та ϕ(x) заданi у координатному представ-
леннi. Тодi вiдповiдний оператор L̂p у iмпульсному представленнi дiє, як L̂pψ(p) = ϕ(p),
де ψ(p) та ϕ(p) — вiдповiднi функцiї iмпульсному представленнi.

(a) Пiдставимо умову L̂x =
d

dx
до рiвностi L̂xψ(x) = ϕ(x), замiнюючи ψ(x) та ϕ(x)

вiдповiдними перетвореннями з iмпульсного представлення:
d

dx

1√
2π�

+∞�
−∞

ψ(p)eipx/�dp =
1√
2π�

+∞�
−∞

ϕ(p)eipx/�dp.
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Оператор L̂x =
d

dx
дiє тiльки на функцiю вiд x, тобто на eipx/�, тодi приходимо

до рiвностi
+∞�
−∞

ip

�
ψ(p)eipx/�dp =

+∞�
−∞

ϕ(p)eipx/�dp, з якої очевидно випливає наступна

рiвнiсть
ip

�
ψ(p) = ϕ(p). В результатi отримуємо iмпульсне представлення L̂p =

ip

�
.

Зауваження 2: Зауважимо, що останнiй результат визначає оператор iмпульсу у iмпульс-
ному представленнi: p̂p = p (порiвняйте з оператором координати у координатному пред-
ставленнi: x̂x = x). Також зауважимо, що оператор координати у iмпульсному представленнi

схожий з оператором iмпульсу у координатному представленнi: x̂p = −�
i

d

dp
.
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5. Момент iмпульсу

5.1. Оператор моменту iмпульсу �̂L = [�̂r × �̂p ], має наступнi компоненти:

L̂x =
�
i

�
y
∂

∂z
− z

∂

∂y

�
, L̂y =

�
i

�
z
∂

∂x
− x

∂

∂z

�
, L̂z =

�
i

�
x
∂

∂y
− y

∂

∂x

�
.

(a) Дiємо даним оператором на функцiю ψ(x, y, z) та перетворюємо:

[L̂x, L̂y]ψ(x, y, z) = −�2
�
y
∂

∂z
− z

∂

∂y

��
z
∂ψ

∂x
− x

∂ψ

∂z

�
+ �2

�
z
∂

∂x
− x

∂

∂z

��
y
∂ψ

∂z
− z

∂ψ

∂y

�
=

= �2
�
− y

∂ψ

∂x
−

✚
✚
✚
✚✚

yz
∂2ψ

∂x∂z
+

❩
❩
❩❩

yx
∂2ψ

∂z2
+ z2

∂2ψ

∂x∂y✚
✚

✚
✚✚

✚
✚
✚

✚✚
− xz

∂2ψ

∂y∂z

❩
❩

❩
❩❩

❩
❩

❩
❩❩

+
✚

✚
✚
✚✚

zy
∂2ψ

∂x∂z
− z2

∂2ψ

∂x∂y✚
✚

✚
✚✚

✚
✚

✚
✚✚
−

❩
❩

❩❩
xy

∂2ψ

∂z2
+

+x
∂ψ

∂y
+ xz

∂2ψ

∂z∂y

❩
❩
❩
❩❩

❩
❩
❩
❩❩

�
=

i�2

i

�
x
∂ψ

∂y
− y

∂ψ

∂x

�
= i�L̂zψ, отже [L̂x, L̂y] = i�L̂z.

5.2. Нехай функцiї ψ±
m — це результат дiї оператора l̂± на власнi функцiї ψm оператора l̂z:

ψ±
m = l̂±ψm. Подiємо на них оператором l̂z: l̂zψ±

m = l̂z l̂±ψm = l̂z(l̂x ± l̂y)ψm = l̂z l̂xψm±il̂z l̂yψm.
Використаємо результат задачi 5.1: [l̂z, l̂x] = l̂z l̂x − l̂xl̂z = il̂y, [l̂z, l̂y] = l̂z l̂y − l̂y l̂z = −il̂x, та
продовжимо перетворення: l̂zψ±

m = (il̂y + l̂xl̂z)ψm ± i(−il̂x + l̂y l̂z)ψm =

= il̂yψm + l̂xl̂zψm ± l̂xψm ± il̂y l̂zψm = il̂yψm + l̂xmψm ± l̂xψm ± ilymψm =

= (lx ± ily)mψm ± (l̂x ± ily)ψm = ml̂±ψm ± l̂±ψm = (m± 1)l̂±ψm = (m± 1)ψ±
m.

5.3. Проведемо розрахунки у зворотньому порядку, перетворюючи оператор ∂/∂ϕ з сферичних
координат до декартових (x = r cosϕ cos θ, y = r sinϕ cos θ, z = r sin θ):
∂

∂ϕ
=

∂x

∂ϕ

∂

∂x
+

∂y

∂ϕ

∂

∂y
+

∂z

∂ϕ

∂

∂z
= −r sinϕ cos θ

∂

∂x
+ r cosϕ cos θ

∂

∂y
+ 0 = x

∂

∂y
− y

∂

∂x
. Звiдси

випливає, що оператор L̂z у сферичних координатах має вигляд L̂z =
�
i

∂

∂ϕ
.

7



6. Нескiнченно-глибока потенцiйна яма
6.1. Рух одновимiрної частинки маси m описується рiвнянням Шредiнгера

i�
∂ψ

∂t
= Ĥψ(x) = − �2

2m

d2ψ

dx2
+ U(x, t)ψ(x, t).

(a) Хвилевi функцiї стацiонарних станiв мають вигляд ψ(x, t) = ψ(x)e−iEt/�. Пiдстав-
ляючи цей вираз у рiвняння Шредингера отримуємо для функцiї ψ(x) стацiонарне
рiвняння Шредингера:

Eψ(x) = Ĥψ(x) = − �2

2m

∂2ψ

∂x2
+ U(x)ψ(x).

Потенцiйна енергiя частинки у нескiнченно-глибокiй по-
тенцiйнiй ямi зображена на рисунку. Розглянемо окремо
три випадки для значення енергiї частинки:
1) E < 0; 2) E = 0; 3) E > 0.

U (x)

x
I II III

0 a

E

1) E < 0. Будемо розв’язувати рiвняння Шредингера окрема для кожної областi, що
позначена римською цифрою, окремо.

I. У цiй областi x < 0, тому потенцiйна енергiя U(x) = ∞. Пiдставляючи до рiв-

няння Шредингера маємо − �2

2m

d2ψ

dx2
+∞ ·ψ(x) = Eψ(x). Очевидно, що розв’язок

цього рiвняння може бути тiльки ψI(x) = 0.
III. x > a та U(x) = ∞, тому ψIII(x) = 0.

II. 0 < x < a та U(x) = 0, тому маємо рiвняння − �2

2m

d2ψ

dx2
= Eψ(x). Шукаємо

розв’язок у виглядi ψ(x) = ekx. Пiдставляючи у рiвняння маємо − �2
2m

k2✚✚ekx = E✚✚ekx,
звiдки k = ±

�
−2mE/�2. Звернемо увагу, що пiдкореневий вираз додатнiй, бо

E < 0, тому k — дiйсне число. Позначимо, γ =
�

−2mE/�2, тодi загальний
розв’язок рiвняння Шредингера приймає вигляд ψII(x) = c1e

γx + c2
−γx.

Запишемо граничнi умови — умови неперервностi хвильової функцiї на границi, та
знайдемо невiдомi константи c1 та c2:�

ψII (0) = ψI (0) ,
ψII (a) = ψIII (a) ,

�
c1 + c2 = 0,
c1e

γa + c2e
−γa = 0,

�
c2 = −c1,
c1 (e

γa − e−γa) = 0.
Оскiльки γ > 0 та a > 0, то вираз eγa − e−γa не дорiвнює нулю. Тодi ми отримаємо
єдиний розв’язок c1 = c2 = 0. Звiдси випливає, що хвильова функцiя тотожно дорiв-
нює нулю ψ(x) = 0, тобто частинка не може iснувати при таких енергiях.
2) E = 0.

I. ψI(x) = 0. III. ψIII(x) = 0.
II. 0 < x < a та U(x) = 0, тому рiвняння Шредингера зводиться до простого рiвнян-

ня
d2ψ

dx2
= 0. Його розв’язок ψII = c1x+ c2.

Запишемо граничнi умови, та знайдемо невiдомi константи c1 та c2:�
ψII (0) = ψI (0) ,
ψII (a) = ψIII (a) ,

�
c2 = 0,
c1a+ c2 = 0,

�
c2 = 0,
c1a = 0.

Оскiльки a > 0, то ми отримаємо єдиний розв’язок c1 = c2 = 0. Звiдси випливає, що
частинка не може iснувати при енергiї E = 0.
2) E > 0.
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I. ψI(x) = 0. III. ψIII(x) = 0.

II. 0 < x < a та U(x) = 0, тому рiвняння Шредингера має вигляд − �2

2m

d2ψ

dx2
= Eψ(x),

та його розв’язок ψII(x) = c1e
igx + c2

−igx, де g =
�
2mE/�2.

Запишемо граничнi умови — умови неперервностi хвильової функцiї на границi, та
знайдемо невiдомi константи c1 та c2:�

ψII (0) = ψI (0) ,
ψII (a) = ψIII (a) ,

�
c1 + c2 = 0,
c1e

iga + c2e
−iga = 0,

�
c2 = −c1,
2ic1 sin(ga) = 0.

Ця система рiвнянь має або тотожно нульовий розв’язок (c1 = c2 = 0, тобто частинка
не iснує), або ненульовий розв’язок, коли sin(ga) = 0, або g = πn/a, де n — нату-
ральне число. В останньому випадку отримуємо значення енергiї та вiдповiднi хви-

льовi функцiї: En =
(πn�)2

2ma2
, ψn(x) =

�
0, x < 0, x > a,�

2/a sin(πnx/a), 0 < x < a,
n = 1, 2, 3....

(b) Хвильова функцiя нестацiонарного стану ψ(x, t) може бути записана у виглядi

ψ (x, t) =
∞�
n=1

cnψn(x) exp(−iEnt/�), де коефiцiєнти cn пов’язанi з хвильовою функцiєю

у початковий момент часу ψ(x, t = 0) наступним чином cn =
�
ψn(x),ψ(x, t = 0)

�
.

Виконаємо розрахунки за допомогою iнтегрування частинами для заданої початкової
хвильової функцiї:

cn =
a�
0

�
2

a
sin

πnx

a
Ax (x− a)dx = −A

√
2a

πn

a�
0

x (x− a)dcos
πnx

a
=

= −A

√
2a

πn

�
✘✘✘✘✘✘✘✘✘✘✘✿ 0

x (x− a) cos
πnx

a

���
a

0
−

a�
0

cos
πnx

a
d(x2 − ax)

�
= A

a
√
2a

π2n2

�
✘✘✘✘✘✘✘✘✘✘✿ 0

(2x− a) sin
πnx

a

���
a

0
−

−2
a�
0

sin
πnx

a
dx

�
= A

2a2
√
2a

π3n3
cos

�πnx
a

� ���
a

0
= [(−1)n − 1]A

2a2
√
2a

π3n3
.

Виконуючи нормування початкової умови, знаходимо невiдому константу A:

1 =
a�
0

A2x2(x− a)2dx = A2
�x5

5
− 2ax4

4
+

a2x3

3

����
a

0
=

a5A2

120
, звiдки A =

�
120

a5
.

Остаточно для хвильової функцiї нестацiонарного стану маємо:

ψ(x, t) = −
∞�

m=0

16
√
15

π3(2m+ 1)3
ψ2m+1(x) exp(−iE2m+1t/�).
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7. Потенцiйна δ-яма.
Нехай потенцiйна енергiя представляється у виглядi двох доданкiв: U(x) = U0(x)−αδ(x−x0), де
δ(x−x0) — дельта-функцiя Дiрака, яка може бути означена за допомогою таких двох рiвностей:

δ(x− x0) =

�
0, x �= x0,
∞, x = x0,

∞�

−∞

δ(x− x0)dx = 1.

а U0(x) — регулярна функцiя, яка не мiстить у своєму складi дельта-функцiй. Тодi можна
розв’язувати рiвняння Шредингера за наступним алгоритмом:

• Розглянути двi областi I (x < x0) та II (x > x0).

• В кожнiй з цих областей окремо розв’язати рiвняння Шредингера при U(x) = U0(x) (без
доданку −αδ(x− x0), тому що у цих областях δ(x− x0) = 0).

• Отриманi функцiї ψI(x) та ψII(x) повиннi задовольняти граничним умовам: умовi непе-
рервностi ψI(x0) = ψII(x0), та специфiчнiй умовi, яка враховує дельта-функцiю (виведено
нижче).

Виведемо, цю специфiчну граничну умову. Для цього проiнтегруємо рiвняння Шредингера
на iнтервалi вiд x0 − ε до x0 + ε:

E

x0+ε�

x0−ε

ψ(x)dx = − �2

2m

x0+ε�

x0−ε

d2ψ

dx2
dx+

x0+ε�

x0−ε

U0(x)ψ(x)dx− α

x0+ε�

x0−ε

δ(x− x0)ψ(x)dx.

Для подальшого спрощення припустимо, що ε → 0. Тодi перший та третiй iнтеграли у попе-
редньому виразi перетворюються на 0 тому, що довжина iнтервалу iнтегрування 2ε → 0, а
пiд знаком iнтегралу стоять регулярнi функцiї. Останнiй iнтеграл, що мiстить дельта-функцiю
обчислюється за використання очевидної рiвностi δ(x − x0)ψ(x) = δ(x − x0)ψ(x0). Остаточно

отримуємо: 0 = − �2

2m

dψ

dx

���
x0+ε

x0−ε
− αψ(x0). Враховуючи, що x0 − 0 належить I областi, а x0 + 0 —

II областi, отримуємо шукану граничну умову: ψ �
II(x0)− ψ�

I(x0) = −2mα

�2
ψ(x0).

7.1. На рисунку представлено дану потенцiйну енер-
гiю

U(x) =

�
−αδ(x− x0), x � 0, x0 > 0,
∞, x < 0.

Будемо розв’язувати рiвняння Шредингера для
кожної областi, що позначена римською циф-
рою, окремо.

U (x)

x
I II III

0 x0
E<0

I. У цiй областi x < 0, тому потенцiйна енергiя U(x) = ∞. Розв’язок може бути тiльки
ψI(x) = 0 (див. розв’язання задачi 6.1).

II. 0 < x < x0 та U(x) = 0, тому маємо рiвняння − �2

2m

d2ψ

dx2
= Eψ(x). Шукаючи розв’язок

у виглядi ψ(x) = ekx (див. розв’язання задачi 6.1), знаходимо k = ±
�
−2mE/�2.

Оскiльки E < 0, то пiдкореневий вираз додатнiй, тобто k — дiйсне число. Позначимо,
γ =

�
−2mE/�2, тодi загальний розв’язок рiвняння Шредингера приймає вигляд

ψII(x) = c1e
γx + c2e

−γx.
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III. x > x0 та U(x) = 0, тому розв’язок рiвняння Шредингера приймає вигляд ψIII(x) =
c3e

γx + c4e
−γx.

Звернемо увагу, що квадрат модуля хвильової функцiї визначає густину ймовiрностi, тому
ця функцiя повинна бути обмеженою при x → ±∞. Ця умова може бути записана у
виглядi |ψ(±∞)| < ∞. Враховуючи, що eγx → +∞ при x → +∞, можна зробити висновок,
що c3 = 0, тобто ψIII(x) = c4e

−γx.

Запишемо граничнi умови та пiдставимо у них знайденi функцiї:



ψI(0) = ψII(0),
ψII(x0) = ψIII(x0),

ψ�
III(x0)− ψ�

II(x0) = −2mα

�2
ψIII(x0),





0 = c1 + c2,
c1e

γx0 + c2e
−γx0 = c4e

−γx0 ,

−γc4e
−γx0 − γc1e

γx0 + γc2e
−γx0 = −2mα

�2
c4e

−γx0 .

Виключаючи з останнього рiвняння змiннi c2 та c4 за допомогою двох перших рiвнянь,
отримуємо рiвняння c1e

γx0

�
1 − mα

γ�2
(1 − e−2γx0)

�
= 0. Це рiвняння задовольняється, якщо

c1 = 0 (тодi c1 = c2 = c3 = c4 = 0, тобто ψ(x) = 0, значить квантова частинка не може iс-

нувати) або якщо виконана рiвнiсть:
γ�2

mα
= 1− e−2γx0 . Остання рiвнiсть визначає можливi

значення параметра γ, а отже i можливi значення енергiї квантової частинки.

Оскiльки рiвняння трансцендентне, то
розв’яжемо його графiчно. Введемо для
зручностi змiнну z = 2γx0 та параметр

A =
�2

2mαx0

, тодi рiвняння перепишеться у

виглядi: Az = 1 − e−z. На рисунку зображенi
графiки правої та лiвої частини рiвняння.

A > 1 A = 1 A < 1

0 1 2 3z0
0

1

Похилi прямi представляють графiк функцiї f1(z) = Az при рiзних значеннях параметру
A, а крива — графiк функцiї f2(z) = 1 − e−z. Очевидно, що пряма f1(z) = z (при A = 1)
представляє собою дотичну до графiка f2(z) = 1 − e−z. Тому при A � 1 рiвняння не має
додатнiх коренiв, а при значеннях A < 1 рiвняння має єдиний розв’язок, позначений z0.
Тобто при 2mαx0 � �2 квантова частинка з енергiєю E < 0 не може iснувати, а при

2mαx0 > �2 частинка може iснувати лише при значеннi енергiї: E = − �2z20
8mx2

0

.
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8. Проходження частинок крiзь потенцiйний бар’єр.

8.1. Потенцiйна енергiя частинки

U(x) =

�
U0, x � 0,
0, x < 0,

зображена на рисунку. Розглянемо окремо два випадки
для значення енергiї частинки:
1) E > U0; 2) U0 > E > 0.
1) E > U0. Будемо розв’язувати рiвняння Шредингера
для кожної областi, що позначена римською цифрою, ок-
ремо.

U (x)

x
I II

0

c1

c2

c3

c4
E

I. У цiй областi x < 0, тому потенцiйна енергiя U(x) = 0. Пiдставляючи до рiвняння

Шредингера маємо − �2

2m

d2ψ

dx2
= Eψ(x).Шукаючи розв’язок у виглядi ψ(x) = ekx (див.

розв’язання задачi 6.1), знаходимо k = ±iβ1, де β1 =
�
2mE/�2. Оскiльки E > 0, то

пiдкореневий вираз додатнiй, тобто β1 — додатне число. Тодi загальний розв’язок
рiвняння Шредингера приймає вигляд ψI(x) = c1e

iβ1x + c2e
−iβ1x.

II. У цiй областi x < 0, тому потенцiйна енергiя U(x) = U0. Пiдставляючи до рiвнян-

ня Шредингера маємо − �2

2m

d2ψ

dx2
+ U0ψ(x) = Eψ(x). Шукаючи розв’язок у виглядi

ψ(x) = ekx, знаходимо k = ±iβ2, де β2 =
�
2m(E − U0)/�2. Оскiльки E > U0, то

пiдкореневий вираз додатнiй, тобто β2 — додатне число. Тодi загальний розв’язок
рiвняння Шредингера приймає вигляд ψII(x) = c3e

iβ2x + c4e
−iβ2x.

Хвильова функцiя повинна бути обмеженою при x → ±∞: |ψ(±∞)| < ∞, див. розв’язок
задачi 7.1. Однак, функцiя ψI(x) при x → −∞, а функцiя ψII(x) при x → +∞, обмеженi
при довiльних значеннях коефiцiєнтiв. Тому для визначення невiдомих коефiцiєнтiв розг-
лянемо стацiонарну хвильову функцiю у першiй областi ψI(x, t) = c1e

i(β1x−Et/�) + c2e
−i(β1x+Et/�).

Вона представляє собою суму хвиль, що бiжать: перша експонента — у напрямку осi x, а
друга — у протилежному напрямi. Тому така хвильова функцiя описує не єдину частинку,
а потiк частинок iз певним значенням енергiї E.
Припустимо, що потiк частинок налiтає на потенцiйний бар’єр iз x = −∞. Тодi густи-
на цього потоку повинна визначатися амплiтудою c1, а амплiтуда c2 визначає густину
потоку частинок, що вiдбилися вiд бар’єру. Розрахуємо цю густину. Для цього скори-
стаємося виразом для потоку ймовiрностi: j(x) = (�/m) Im[ψ∗(x)ψ�(x)]. Пiдставляючи
у цей вираз ψI(x) отримуємо: jI = (�/m) Im[(c∗1e

−iβ1x + c∗2e
iβ1x)iβ1(c1e

iβ1x − c2e
−iβ1x)] =

(�β1/m)[|c1|2 − |c2|2 + Re(c1c
∗
2e

2iβ1x − c∗1c2e
−2iβ1x)] = (�β1/m)|c1|2 − (�β1/m)|c2|2. Перший

доданок має змiст потоку частинок, що рухаються у напрямi осi x, а другий (iз знаком мi-
нус) — у протилежному. Аналогiчно можна визначити,що jII = (�β2/m)|c3|2−(�β2/m)|c4|2.
У цьому випадку перший доданок визначає потiк частинок, що пройшли крiзь бар’єр, а
другий доданок повинен бути рiвний нулю, бо немає частинок, що рухаються iз x = +∞.
Звiдси можна розрахувати коефiцiєнти вiдбиття R та проходження T :

R =
(�β1/m)|c2|2
(�β1/m)|c1|2

=
|c2|2
|c1|2

, T =
(�β2/m)|c3|2
(�β1/m)|c1|2

=
β2|c3|2
β1|c1|2

.

Перейдемо до визначення невiдомих констант. Задамо значення c1 = 1, що означає визна-
чення величини потоку частинок, що налiтають на бар’єр, та c4 = 0, бо немає частинок,
що рухаються iз x = +∞. Iншi коефiцiєнти треба знайти з граничних умов:

12



�
ψI(0) = ψII(0),
ψ�
I(0) = ψ�

II(0),

�
1 + c2 = c3,
iβ1 − iβ1c2 = iβ2c3,

�
c2 = (β1 − β2)/(β2 + β1),
c3 = 2β1/(β1 + β2),

Звiдки коефiцiєнти вiдбиття R та проходження T :

R =
|c2|2
|c1|2

=
(β1 − β2)

2

(β2 + β1)2
, T =

β2|c3|2
β1|c1|2

=
2β1β2

(β2 + β1)2
.

2) U0 > E > 0. Будемо розв’язувати рiвняння Шредингера окрема для кожної областi,
що позначена римською цифрою, окремо.

I. Розв’язання iдентично до попереднього пункту.

II. У цiй областi x < 0, тому потенцiйна енергiя U(x) = U0. Пiдставляючи до рiвнян-

ня Шредингера маємо − �2

2m

d2ψ

dx2
+ U0ψ(x) = Eψ(x). Шукаючи розв’язок у виглядi

ψ(x) = ekx, знаходимо k = ±γ, де γ =
�

2m(U0 − E)/�2. Оскiльки E < U0, то пiдко-
реневий вираз додатнiй, тобто γ — дiйсне число. Тодi загальний розв’язок рiвняння
Шредингера приймає вигляд ψII(x) = c3e

γx + c4e
−γx.

Хвильова функцiя повинна бути обмеженою при x → ±∞: |ψ(±∞)| < ∞, див. розв’язок
задачi 7.1. Враховуючи, що eγx → +∞ при x → +∞, можна зробити висновок, що c3 = 0,
тобто ψII(x) = c4e

−γx.
Перейдемо до визначення невiдомих констант. Задамо значення c1 = 1, що означає визна-
чення величини потоку частинок, що налiтають на бар’єр. Iншi коефiцiєнти треба знайти
з граничних умов:�

ψI(0) = ψII(0),
ψ�
I(0) = ψ�

II(0),

�
1 + c2 = c4,
iβ1 − iβ1c2 = −γc4,

�
c2 = (β1 − iγ)/(β1 + iγ),
c4 = 2β1/(β1 + iγ),

Звiдки коефiцiєнти вiдбиття R та проходження T :

R =
|c2|2
|c1|2

=
|β1 − iγ|2
|β1 + iγ|2 =

β2
1 + γ2

β2
1 + γ2

= 1, T = 1−R = 0.

13



9. Потенцiйний δ-бар’єр.

9.1. Потенцiйна енергiя частинки

U(x) = α
�
δ(x) + δ(x− x0)

�
, α > 0.

зображена на рисунку. Очевидно, що енергiя частинки
повинна бути E > 0, бо 0 — найменше можливе значення
потенцiйної енергiї. Будемо розв’язувати рiвняння Шре-
дингера для кожної областi, окремо. Зауважимо, що у
всiх областях, позначених римською цифрою, значення
потенцiйної енергiї U(x) = 0, тому можемо записати од-
наковi рiвняння Шредингера для кожної областi:

U (x)

x

I II III
0 x0

c1

c2

c3

c4
E<0

− �2

2m

d2ψ

dx2
= Eψ(x). Шукаючи розв’язок у виглядi ψ(x) = ekx при E > 0 отримуємо:

ψI(x) = c1e
igx + c2e

−igx, ψII(x) = c3e
igx + c4e

−igx, ψIII(x) = c5e
igx + c6e

−igx, де g =
�
2mE/�2.

Перейдемо до визначення невiдомих констант. Задамо значення c1 = 1, що означає визна-
чення величини потоку частинок, що налiтають на бар’єр iз x = −∞, та c6 = 0, бо немає
частинок, що рухаються iз x = +∞. Також задамо значення c2 = 0, бо за умовою задачi
частинки не вiдбиваються вiд бар’єра. Iншi коефiцiєнти треба знайти з граничних умов:



ψI(0) = ψII(0),

ψ�
II(0)− ψ�

I(0) =
2mα

�2
ψI(0),

ψII(x0) = ψIII(x0),

ψ�
III(x0)− ψ�

II(x0) =
2mα

�2
ψIII(x0),





1 = c3 + c4,

igc3 − igc4 − ig =
2mα

�2
,

c3e
igx0 + c4e

−igx0 = c5e
igx0 ,

igc5e
igx0 − igc3e

igx0 + igc4e
−igx0 =

2mα

�2
c5e

igx0 .

Знаходимо з перших двох рiвнянь невiдомi c3 та c4: c3 = 1 − A, c4 = A, де A =
imα

�2g
.

Потiм виключаємо з двох останнiх рiвнянь невiдому c5 та отримуємо рiвняння на невi-

дому g, igc3eigx0 + igc4e
−igx0 − igc3e

igx0 + igc4e
−igx0 =

2mα

�2
(c3e

igx0 + c4e
−igx0), та пiдстав-

ляємо знайденi значення для c3 та c4 отримуємо рiвняння для невiдомої g: Ae−igx0 =
−A[(1−A)eigx0 +Ae−igx0 ]. Перетворюємо останнє рiвняння: e−igx0 = −(1−A)eigx0 −Ae−igx0

⇒ eigx0 + e−igx0 = A(eigx0 − e−igx0) ⇒ 2 cos(gx0) = 2iA sin(gx0) ⇒ tan(gx0) = 1/(iA).
Останнє рiвняння задає значення енергiї E, при яких можливе повне проходження части-
нок крiзь бар’єр без вiдбиття.

Оскiльки рiвняння трансцендентне, то про-
аналiзуємо графiчно чи має коренi це рiвняння.
Введемо для зручностi змiнну z = gx0 та пара-

метр B =
�2

mαx0

, тодi рiвняння перепишеться у

виглядi: tan(z) = −Bz. На рисунку зображенi
графiки правої та лiвої частини рiвняння. z0 z1 z20 π 2 π

-4

-2

0

2

Очевидно,що рiвняння при довiльному значеннi B > 0 має нескiнченну кiлькiсть розв’язкiв,
по одному для кожної гiлки функцiї tan(z). Позначимо коренi рiвняння через zn, де

n = 0, 1, 2, . . ., див. рисунок. Тодi значення енергiї можна записати у виглядi: En =
�2z2n
2mx2

0

.
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10. Теорiя збурень

10.1. Нехай оператор Гамильтона Ĥ = Ĥ0+Ĥ � складається з двох доданкiв: оператора незбуре-
ної системи Ĥ0, та оператора збурення Ĥ �, та стацiонарне рiвнянняШредингера для незбу-
реної системи розв’язане, Ĥ0ψ

(0)
n = E

(0)
n ψ

(0)
n , та отриманi значення для рiвнiв енергiї E(0)

n та
вiдповiдних хвильових функцiй ψ

(0)
n . Припустимо, що оператор збурення Ĥ � призводить

до малої змiни цих значень, тобто En = E
(0)
n +E

(1)
n +✘✘✘✘✘✘❳❳❳❳❳❳E

(2)
n + . . . та ψn = ψ

(0)
n +ψ

(1)
n +✘✘✘✘✘❳❳❳❳❳ψ

(2)
n + . . .,

де E(1)
n , E(2)

n , . . . — поправки першого, другого, ... порядку до незбурених рiвнiв енергiї, а
ψ

(1)
n , ψ(2)

n , . . . — поправки першого, другого, ... порядку до вiдповiдних хвильових функ-
цiй. Надалi ми будемо нехтувати поправками поправками другого та старших порядкiв
та розрахуємо поправки першого порядку. Нагадаємо, що сукупнiсть {ψ(0)

n } представляє
собою ортонормований базис у просторi функцiй, оскiльки оператор Гамiльтона ермiто-
вий, тобто ми можемо розкласти невiдомi функцiї ψ(1)

n за цим базисом: ψ(1)
n =

�
k c

(1)
nkψ

(0)
k ,

та шукати надалi невiдомi коефiцiєнти c
(1)
nk .

Пiдставимо вирази для Ĥ, En та ψn у стацiонарне рiвняння Шредингера, Ĥψn = Enψn,
для збуреної системи: (Ĥ0 + Ĥ �)(ψ(0)

n + ψ
(1)
n ) = (E

(0)
n + E

(1)
n )(ψ

(0)
n + ψ

(1)
n ). Розкриємо дужки

та знехтуємо поправками другого порядку (добутку двох поправок першого порядку):

✟✟✟✟Ĥ0ψ
(0)
n +Ĥ �ψ(0)

n +Ĥ0

�
k c

(1)
nkψ

(0)
k +✟✟✟✟❍❍❍❍Ĥ �ψ(1)

k =✘✘✘✘✘
E

(0)
n ψ

(0)
n +E

(1)
n ψ

(0)
n +E

(0)
n

�
k c

(1)
nkψ

(0)
k +✘✘✘✘✘❳❳❳❳❳E

(1)
n ψ

(1)
k .Першi

доданки у правiй та лiвiй частинах скоротилися завдяки тому, що виконується стацiонарне
рiвняння Шредингера для незбуреної системи, Ĥ0ψ

(0)
n = E

(0)
n ψ

(0)
n . Також це дозволяє у

третьому доданку замiнити Ĥ0ψ
(0)
k на E(0)

k ψ
(0)
k . Помножуючи скалярно отримане рiвняння

на ψ(0)
m , маємо: H �

mn+
�

k c
(1)
nkE

(0)
k δmk = E

(1)
n δmn+E

(0)
n

�
k c

(1)
nk δmk, деH �

mn = (ψ
(0)
m , Ĥ �ψ(0)

n ). Тут
ми скористалися тим, що для елементiв ортонормованого базису виконується наступне
спiввiдношення (ψ

(0)
m ,ψ

(0)
k ) = δmk. Завдяки δmk сума по k зводиться до одного доданку

при k = m: E(1)
n δmn + c

(1)
nm[E

(0)
n − E

(0)
m ] = H �

mn. Пiдставляючи m = n отримуємо поправку
до значення енергiї: E

(1)
n = H �

nn. При m �= n отримуємо невiдомi коефiцiєнти: c
(1)
nm =

H �
mn/[E

(0)
n − E

(0)
m ]. Зауважимо, що значення c

(1)
nn = 0 не можливо знайти з вищенаведених

рiвнянь, необхiдно проводити додатковий аналiз, який ми тут не приводимо.
Оскiльки ми припустили, що оператор збурення Ĥ � призводить до малої змiни значень
енергiї та хвильових функцiй, то вiдзначимо, що це припущення вiрне, якщо |c(1)nm| � 1,
тобто |H �

mn| � |E(0)
n − E

(0)
m |.

10.2. Звернемо увагу, що при U0 → 0 потенцiйна енергiя приймає вигляд з задачi 6.1. Тому ми
можемо записати, що рiвнi енергiї та хвильовi функцiї незбуреної задачi мають вигляд:

E
(0)
n =

(πn�)2

2ma2
, ψ

(0)
n (x) =

�
0, x < 0, x > a,�
2/a sin(πnx/a), 0 < x < a,

n = 1, 2, 3, . . .,

а оператор збурень: Ĥ � = U0 cos
2(πx/a). Тому ми можемо розрахувати H �

mn:

H �
mn = (ψ

(0)
m , Ĥ �ψ(0)

n ) =
+∞�
−∞

[ψ
(0)
m (x)]∗Ĥ �ψ(0)

n (x)dx =
2U0

a

a�
0

sin πmx
a

cos2 πx
a
sin πnx

a
dx =

=
U0

2a

a�
0

�
cos πx(m−n)

a
− cos πx(m+n)

a

��
1 + cos 2πx

a

�
=

U0

2a

a�
0

�
cos πx(m−n)

a
− cos πx(m+n)

a
+

+
1

2

�
cos πx(m−n+2)

a
+ cos πx(m−n−2)

a
− cos πx(m+n+2)

a
− cos πx(m+n−2)

a

��
dx =

=
U0

2

�
δm−n,0 −✟✟✟✟✯

0

δm+n,0 +
1

2

�
δm−n+2,0 + δm−n−2,0 −✘✘✘✘✘✿ 0

δm+n+2,0 − δm+n−2,0

��
.

Тут ми розрахували шiсть однакових iнтегралiв наступним способом:
a�
0

cos πxk
a
dx =

�
a
πk

sin πkx
a

��a
0

= 0, k �= 0,

x
��a
0

= a, k = 0

�
= aδk,0.
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Оскiльки m та n у розрахунку H �
mn можуть приймати лише натуральнi значення, тому

δm+n,0 та δm+n+2,0 завжди рiвнi нулю. Розрахуємо першу поправку к енергiї при m = n:

E
(1)
n = H �

nn =
U0

2

�
δ0,0+

1

2

�
δ2,0+δ−2,0−δ2n−2,0

��
=

U0

2

�
1− δn,1

2

�
, тобто E(1)

1 =
U0

4
, E(1)

n�2 =
U0

2
.

Далi розрахуємо коефiцiєнти c(1)nm, приm �= n: c(1)nm =
U0

4

�
δm,n−2+δm,n+2−✟✟✟✟✯

0

δm+n,2

�
/[E

(0)
n −E

(0)
m ].

Звернемо увагу, що δm+n,2 може не дорiвнювати 0 лише при m = n = 1. Тепер можемо
розрахувати хвильовi функцiї, зводячи суму лише до двох (або одного) доданкiв, завдяки

δm,n−2 та δm,n+2: ψ
(1)
n�3 =

U0

8

ma2

(π�)2
� ψ(0)

n−2

n− 1
− ψ

(0)
n+2

n+ 1

�
, ψ

(1)
n=1,2 = −U0

8

ma2

(π�)2
ψ

(0)
n+2

n+ 1
.

Аналогiчно при розрахунку поправки, E(2)
n =

�
m�=n |H �

mn|2/[E(0)
n − E

(0)
m ], другого порядку

до енергiї, зводимо суму лише до двох (або одного) доданкiв:

E
(2)
n�3 =

U2
0

32

ma2

(π�)2
� 1

n− 1
− 1

n+ 1

�
=

U2
0

16

ma2

(π�)2
1

n2 − 1
, E

(2)
n=1,2 = −U2

0

32

ma2

(π�)2
1

n+ 1
.
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11. Квазiкласичне наближення

11.1. Розглянемо одновимiрне стацiонарне рiвнянняШредингера, − �2

2m
ψ��(x)+U(x)ψ(x) = Eψ(x).

Якщо ми покладемо � → 0 безпосередньо у цьому рiвняннi, то прийдемо до тривiального
рiвняння, яке не має фiзичного змiсту. Тому в першу чергу треба записати його в iншому
виглядi. Введемо до розгляду нову функцiю S(x), як: ψ(x) = exp

�
iS(x)/�

�
. Розрахує-

мо першу, ψ�(x) = exp
�
iS(x)/�

�
iS �(x)/�, та другу, ψ��(x) = exp

�
iS(x)/�

��
− [S �(x)]2/�2 +

iS ��(x)/�
�
, похiднi та пiдставимо у рiвняння Шредингера. Скорочуючи на exp

�
iS(x)/�

�
,

маємо: − �2

2m

�
− 1

�2
[S �(x)]2 +

i

�
S ��(x)

�
+ U(x) = E, або [S �(x)]2 − i�S ��(x) = 2m

�
E − U(x)

�
.

Останнє рiвняння може бути розв’язане наближено наступним чином. Розкладемо S(x) в
ряд за малим параметром � та знехтуємо поправками другого та старших порядкiв: S(x) =
S0(x)+(�/i)S1(x)+✭✭✭✭✭✭✭✭✭❤❤❤❤❤❤❤❤❤(�/i)2S1(x) + . . .. Пiдставляючи такий розклад до рiвняння Шрединге-
ру, маємо: [S �

0(x)]
2+2(�/i)S �

0(x)S
�
1(x)−✘✘✘✘✘✘❳❳❳❳❳❳�2[S �

1(x)]
2− i�S ��

0 (x)−✘✘✘✘✘❳❳❳❳❳�2S ��
1 (x) = p2(x), де позначено

p(x) =
�

2m
�
E − U(x)

�
. Покладемо � → 0 та знаходимо: S �

0(x) = ±p(x). Далi, поверта-
ючись до попереднього рiвняння, знаходимо: S �

1(x) = −S0(x)/
�
2S �

0(x)
�
. Iнтегруючи два

останнi рiвняння, маємо: S0(x) = ±
�

p(x)dx, S1(x) = −1

2

�
p�(x)

p(x)
dx = −1

2
ln p(x) + lnC.

Пiдставляючи отриманi вирази для S0(x) та S1(x) у ψ(x) знаходимо остаточно:

ψ(x) =
C1�
p(x)

exp
� i
�

�
p(x)dx

�
+

C2�
p(x)

exp
�
− i

�

�
p(x)dx

�
.

11.2. Розрахуємо точки повороту для даного потенцiалу, U(x) = mω2x2/2. Для цього прирiвняє-
мо U(x) = E, та знаходимо x = ±

�
2E/mω2. За правилом квантування Бора-Зомерфельда

маємо:
b�
a

p(x)dx = π�
�
n + 1/2

�
, де p(x) =

�
2m

�
E − U(x)

�
, a та b — точки повороту,

a = −
�
2E/mω2, b =

�
2E/mω2. Перетворимо iнтеграл та зробимо замiну змiнної:

b�
a

�
2m

�
E −mω2x2/2

�
dx =

√
2mE

b�
a

�
1− (mω2/2E)x2dx =

√
2mE

�
2E

mω2

1�
−1

�
1− y2dy.

Останнiй iнтеграл може бути легко розрахований, користуючись його геометричним змi-
стом. Розглянемо функцiю z(y) =

�
1− y2. Ця функцiя задає пiвколо z2+y2 = 1 з центром

у нулi та радiусом 1. Тому iнтеграл, який є площею пiд графiком функцiї дорiвнює площi
пiвкруга, π/2. Тодi за правилом квантування маємо: πE/ω = π�

�
n + 1/2

�
, та остаточно:

En = �ω
�
n + 1/2

�
. Зауважимо, що це наближене значення для рiвнiв енергiї спiвпадає

iз точним значенням. Але у загальному випадку квазiкласичне наближення вiрне для
високих рiвнiв енергiї, n � 1.

11.3. Коефiцiєнт прозоростi T (E) для частинок з енергiєю E в квазiкласичному наближеннi

визначається як T (E) ≈ exp
�
− 2

�

b�
a

|p(x)|dx
�
, де p(x) =

�
2m

�
E − U(x)

�
, a та b — точ-

ки повороту. Для даної потенцiйної енергiї маємо такi точки повороту: 0 та b = a(1 −
E/U0). Тодi розрахуємо iнтеграл:

b�
0

�
2m

�
U0(1− x/a)− E

�
dx =

�
2mU0/a

b�
0

√
b− xdx =

−2

3

�
2mU0/a

�
b − x

�3/2��b
0
= −2

3
b3/2

�
2mU0/a. Пiдставляючи результат в вираз для T (E),

остаточно отримуємо: T (E) ≈ exp
�
− 4a

3�
√
2mU0

�
1− E/U0

�3/2�. Зауважимо, що квазiкла-
сичне наближення вiрне лише тодi, коли коефiцiєнт прозоростi малий, T (E) � 1.
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12. Рух в центральному полi
Стацiонарне рiвняння Шредингера для однiєї частинки маси µ у тривимiрному просторi

може бути записане у виглядi − �2

2µ

�∂2ψ

∂x2
+

∂2ψ

∂y2
+

∂2ψ

∂z2

�
+ U(x, y, z)ψ(x, y, z) = Eψ(x, y, z).

Якщо потенцiйна енергiя має центральну симетрiю, U(x, y, z) = U(r), де r =
�
x2 + y2 + z2

— вiдстань вiд центра координат, то для подальшого розв’язування зручно перейти до сфе-

ричних координат: − �2

2µr2

� ∂

∂r

�
r2
∂ψ

∂r

�
− L̂2ψ

�2
�
+
�
U(r)−E

�
ψ(r, θ,ϕ) = 0, де L̂2 — оператор

квадрату моменту iмпульсу: L̂2ψ = −�2
� 1

sin θ

∂

∂θ

�
sin θ

∂ψ

∂θ

�
+

1

sin2 θ

∂2ψ

∂ϕ2

�
. Вiдомо, що влас-

ними функцiями оператора L̂2 є сферичнi функцiї: L̂2Ylm(θ,ϕ) = �2l(l + 1)Ylm(θ,ϕ), де
l = 0, 1, 2, . . . та m = 0,±1,±2, . . . ,±l називаються азимутальним та магнiтним квантови-
ми числами, вiдповiдно. Скористаємося методом роздiлення змiнних у рiвняннi з частко-
вими похiдними та представимо хвилеву функцiю у виглядi ψ(r, θ,ϕ) = ψ(r)Ylm(θ,ϕ). Тодi

рiвняння Шредингеру спроститься: − �2

2µr2
d

dr

�
r2
dψ

dr

�
+

�
U(r) +

�2l(l + 1)

2µr2
− E

�
ψ(r) = 0,

де другий доданок у квадратних дужках називається вiдцентровою потенцiйною енер-
гiєю. Припустимо, що потенцiйна енергiя U(r) — це енергiя притягання, U(r) < 0 та
U(r → ∞) → 0. Тодi, в залежностi вiд знаку енергiї E, ми отримаємо рiзний характер
руху: при E > 0 частинка рухається не локалiзована, а при E < 0 — локалiзована поблизу
центра координат. Зосередимося на другому випадку, E < 0. Для подальшого розв’язання
рiвнянняШредингера представимо хвильову функцiю у виглядi: ψ(r) = g(r)rl exp(−kr), де
k =

�
2µ|E|/�2. Пiдставляючи цей вираз у рiвняння Шредингера приходимо до наступно-

го рiвняння для невiдомої функцiї g(r): rg��(r)+2g�(r)(l−kr+1)−g(r)
�
2k(l+1)+ru(r)

�
= 0,

де u(r) = 2µU(r)/�2.

12.1. Розглянемо потенцiйну енергiю у виглядi кулонiвського потенцiалу (електрон поблизу

ядра атома): u(r) = −α/r, де α > 0. Представимо g(r) =
∞�
n=0

anr
n у виглядi степеневого

ряду та пiдставимо до рiвняння:
∞�
n=0

ann(n− 1)rn−1 + 2(l + 1)
∞�
n=0

annr
n−1 − 2k

∞�
n=0

annr
n −

�
2k(l + 1)− α

� ∞�
n=0

anr
n = 0.

У перших двох сумах зробимо замiну n− 1 на m, а в двох останнiх — n на m. Тодi у всiх

сумах буде о дна i та ж степiнь rm:
∞�

m=0

rm
�
am+1(m+1)[m+2(l+1)]−am[2k(m+l+1)−α]

�
= 0.

Степеневий ряд дорiвнює нулю тодi i лише тодi, коли всi його коефiцiєнти рiвнi нулю,

тобто отримуємо рекурентне спiввiдношення для am: am+1 = am
2k(m+ l + 1)− α

(m+ 1)[m+ 2(l + 1)]
. За

його допомогою можна знайти послiдовно всi значення am: a0
m=0−→ a1

m=1−→ a2
m=2−→ . . ., за

умови, що a0 — вiдомо. З’ясуємо, чи може степеневий ряд бути нескiнченним. Припустимо,
що це можливо, тодi спростимо рекурентне спiввiдношення за умови m → ∞: am+1 ≈
am

2k

m+ 1
. Використовуючи його послiдовно, знаходимо am через a0: am+1 ≈ am

2k

m+ 1
≈

am−1
(2k)2

(m+ 1)m
≈ am−2

(2k)3

(m+ 1)m(m− 1)
≈ . . . ≈ a0

(2k)m+1

(m+ 1)!
. Тепер обчислимо g(r) при

таких am: g(r) =
∞�

m=0

amr
m ∼ a0

∞�
m=0

(2kr)m

m!
= a0 exp(2kr). Тодi функцiя ψ(r) ∼ exp(kr),

тобто зростає до ∞ при r → ∞, що суперечить фiзичному змiсту хвильової функцiї.
Таким чином, степеневий ряд повинен скiнченим, тобто має iснувати таке значення nr,
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яке називається радiальним квантовим числом, таке, що anr �= 0, а anr+1 = 0. Це можливо
лише за умови, що чисельник у рекурентному спiввiдношеннi обертається на нуль: 2k(nr+
l+1)−α = 0, звiдки знаходимо значення k = α/2n, де n = nr+ l+1 називається головним
квантовим числом. Тодi значення рiвнiв енергiї приймають вигляд: En = −α2�2/(8n2µ).

12.2. Якщо нам вiдомi головне n = 4 та азимутальне l = 1 квантовi числа, то ми можемо
розрахувати значення k = α/8, та радiальне квантове число nr = n − l − 1 = 2. Це

значить, що старша степiнь g(r) має бути nr = 2, тобто: g(r) =
nr�
n=0

anr
n = a0 + a1r + a2r

2.

Розрахуємо коефiцiєнти a1 та a2 з рекурентного спiввiдношення (див. рiвнiсть у рамочцi
у розв’язаннi задачi 12.1), пiдставляючи послiдовно m = 0 та m = 1:

a1 = a0
2k(l + 1)− α

2(l + 1)
= a0

4k − 8k

4
= −a0k, a2 = a1

2k(l + 2)− α

2[1 + 2(l + 1)]
= a1

6k − 8k

10
= a0

k2

5
.

Таким чином, хвильова функцiя приймає вигляд: ψ(r) = a0r[1− kr + (kr)2/5]e−kr.
В першу чергу потрiбно нормувати хвильову функцiю, тобто знайти a0. Зауважимо, що
нормувати функцiю потрiбно у тривимiрному просторi.Оскiльки ми розглядаємо функцiю
у сферичних координатах, то ми повиннi iнтегрувати по координатам (r, θ,ϕ), для яких
dxdydz = r2 cos θdrdθdϕ. Залишаючи лише координату r та iнтегруючи по нiй вiд 0 до∞,
отримуємо такий вираз для норми функцiї ψ(x):

�∞
0

|ψ(r)|2r2dr = 1. Пiдставляючи сюди
вираз для ψ(r), отримуємо наступний результат:
∞�
0

|ψ(r)|2r2dr = a20

∞�
0

�
1−kr+

(kr)2

5

�2
e−2krr4dr = a20[I4+k2I6+

k4I8
25

−2kI5+
2k2I6
5

− 2k3I7
5

] =

=
a20

(2k)5
[4! +

6!

22
+

8!

25 · 24 − 2 · 5!
2

+
2 · 6!
5 · 22 − 2 · 7!

5 · 23 ] =
3

20

a20
k5

= 1, де ми позначили через Is

наступний iнтеграл, який може бути розрахований за допомогою iнтегрування частинами:

Is =
∞�
0

rs exp(−2kr)dr =
s

2k
Is−1 = · · · = s!

(2k)s
I0 =

s!

(2k)s+1
. Звiдси отримуємо значення

константи a0 =
�

20k5/3.
Аналогiчним чином можуть бути розрахованi:

(a) радiус электронної хмари r =
∞�
0

ψ∗(r)rψ(r)r2dr =
69a20
80k6

=
23

4k
=

46

α
;

(b) товщiна электронної хмари Δr =

�
(r − r)2 =

� ∞�
0

ψ∗(r)(r − r)2ψ(r)r2dr
�1/2

=
2
√
71

α
.
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